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avec l= OA = OB (Fig. 2). 
Dans cette expression la fonction 

J°(B ~-12---~) ( B= 2~kC }/-~-~~ sin~/~-~ ) 2 0  

est Ia fonction de Riemann associ6e ~t l'6quation (5). 
Cette fonction est li6e aux solutions 616mentaires de 
l'6quation (8): en effet, on montre en tMorie g6n6rale 
des 6quations aux d6riv6es partielles (Hadamard 1964, 
p. 182) que la fonction de Riemann n'est autre que le 
coefficient du logarithme dans la solution 616mentaire 
mise sous forme: 

U(X, Y) log ( a iR-R0l )+  V(X, Y) 

(voir paragraphe 2.2). Effectivement le d6veloppement 
des fonctions 

ircH~(aIa- R01) et i~H2(trl R -  R01) 

(pour R voisin de R0) donne: 
a lR-R0l  

izcHo1[trlR- Rol] = 2Jo(crlR- Ro[) log 2 

+ une fonction r6guli~re de IR-Ro[ et 

l a R -  R01 
ircH:~[alR- R0l] = 2J0(alR- R0l) log - -  2 

+ une fonction r6gulibre de [R-R0[ (voir Morse & 
Feshbach, p. 627). 

II faut noter que ce n'est que par hasard que la fonc- 
tion de Riemann J0 est proportionelle h la somme des 
deux solutions 616mentaires du problbme; il n'en est en 
g6n6ral pas ainsi. 
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M6thode Nouvelle de Construetion des Groupes Magn6tiques 

BY J. SIVARDII~RE 

Laboratoire de Diffraction Neutronique, Centre d'Etudes NucHaires, Bo#e Postale 269, Grenoble, France 

(Recu le 16 avril 1969) 

The determination of real one-dimensional representations of a group is equivalent to the determination 
of its invariant subgroups of index two. This idea is used to construct and classify the magnetic space 
groups. 

Introduction 

Soit G un groupe cristallographique; pour rechercher 
les groupes magn6tiques qui s'en d6duisent, deux 
m6thodes peuvent ~tre utilis~es: 

(1) On recherche tous les  sous-groupes invariants 
H~ d'indice 2 de G e t  on remplace les 61~ments du 
deuxi~me complexe par les antiop~rateurs correspon- 
dants, &off des groupes magn~tiques G~ isomorphes 
de G. 

(2) On recherche toutes les representations F~ r6elles 
et de dimension 1 de G, et on remplace les 61~ments 
ayant pour caract~re - 1  par les antiop6rateurs corre- 
spondants. 

Les deux m6thodes sont 6quivalentes puisque les 
repr6sentations/'~ r6elles et de dimension 1 ont pour 
noyaux les sous-groupes invariants H~ d'indice 2. Si G 

est un groupe ponctuel (Sivardi6re, 1969a), ces 
deux m6thodes sont aussi simples l'une que l'autre; par 
contre si G est un groupe d'espace Ge, la deuxi~me 
m6thode, d6velopp6e ici, semble plus syst6matique que 
la premiere. 

Dans une premiere partie, on recherche Ies repr6sen- 
tations irr~ductibles des groupes d'espace r6elles et de 
dimension 1; dans une deuxi~me partie, on en d6duit 
une classification des groupes d'espace magn6tiques; 
les r6sultats sont compar6s ~ ceux de Opechowski et 
Guccione (1961); on envisage enfin, dans une troisi~me 
partie, le cas des groupes d'espace color6s. 

Ge 
G 

Principales notations utilis~es 

Groupe d'espace. 
Groupe ponctuel d'616ments c~ (identit6 e). 
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(air,,+ Tz) 
ra 
k 
K 
Gx 
A~ 
re~ 
ry 

Ae 
7'ey 
Te 
Hey 
Hy 
T M  ~c 

Groupe des translations r6ticulaires Tz ou 
(elrz). 
El6ment de Ge. 
Projection de ra sur c~. 
Vecteur de l'espace r6ciproque. 
Vecteur du r6seau r6ciproque. 
Groupe du vecteur k. 
Repr6sentation de T. 
Repr6sentation de Ge. 
Repr6sentation sans poids de G. 
Repr6sentation avec poids de G. 
Repr6sentation connectante. 
Petite repr6sentation de Ge. 
Noyau de Ae. 
Noyau de Fe~. 
Noyau de F~. 
R6seau magn6tique d6crit par le vecteur k. 

1 
Representations et sous-groupes invariants 

Soit G un groupe fini, Fa une repr6sentation irr6duc- 
tible de G. Le noyau de Fa, ensemble des 616ments de 
G repr6sent6s par la matrice unit6, est un sous-groupe 
invariant Ha de G. 

R6ciproquement soit Ha un sous-groupe invariant de 
G, Fa = G/Ha le groupe facteur. G est une extension de 
Fa par Ha, qui peut se r~duire ~t un produit semi-direct. 
Soit ~ une repr6sentation de F,, elle engendre une re- 
pr6sentation ~'e de G de marne dimension, dans laquelle 
les 616merits d'un m~me complexe de H, ont marne 
repr6sentative. 

Soit par ailleurs A~y une repr6sentation de H~, G~y le 
petit groupe de deuxi6me esp6ce (Lomont, 1959) de 
Aay, ~,~y une petite repr6sentation de G~y (sa restriction 
aux 616ments de H~ ne contient que Aay). Par induction 
de ~,~y, on obtient une repr6sentation irr6ductible F/j de 
G: le noyau de Fp est un autre sous-groupe invariant 
He de G; toutes les repr6sentations Fp de G sont ob- 
tenus par cette m6thode; si ~'aj est de dimension d~j et 
si a est l'indice du petit groupe Gaj dans G, F/~ est de 
dimension dp=aday. 

Si G est un groupe ponctuel, on a montr6 (Sivardi6re, 
1969a) que toutes les repr6sentations Fa de dimen- 
sion 1 s'obtiennent ais6ment comme repr6sentations 
engendr6es, les sous-groupes invariants H~ corre- 
spondants sont alors maximaux si G n'est pas 
cyclique. 

Par contre si G est un groupe d'espace Ge, le seul 
sous-groupe invariant T 6vident (non maximal) est 
form6 par les translations r6ticulaires. Par suite on 
envisagera le seul sous-groupe invariant T et ses repr6- 
sentations Ae (k est un vecteur d6crivant la premi6re 
zone de Brillouin): soit Ge le petit groupe associ6 & une 
repr6sentation Ae, )'e~ une petite repr6sentation de Ge; 
par induction de 7'ey, on obtient une repr6sentation 
Fey de Ge irr6ductible: toutes les repr6sentations ir- 
rdductibles de Ge peuvent s'obtenir ainsi. 

Representations r~elles de dimension 1 des 
groupes d'espace 

Si k est en position g6n~rale, le nombre l de bras 
distincts de l'6toile {k} (ensemble des vecteurs k equi- 
valents) est 6gal ~ g, ordre du groupe ponctuel G= 
Ge/T. Si k est en position sp6ciale, les t  inf6rieur ~t g, 
et si dej est la dimension d'une repr6sentation )~ej, 
Fej est de dimension l .  dxj. Erdin si k =0, Ge est iden- 
tique ~. Ge, les repr6sentations F0y sont induites 5. partir 
de la repr6sentation identit6 de T, autrement dit engen- 
dr6es par les repr6sentations Fy du groupe ponc- 
tuel. 

On obtiendra donc des repr6sentations de dimen- 
sion 1 de G dans les conditions suivantes: 

(1) l=1 ,  soit Ge=Ge; 
(2) dey = 1, il doit donc exister au moins une petite 

repr6sentation de dimension 1 (en particulier si k = 0 ,  
les repr6sentations F0y de dimension 1 sont engendr6es 
par les repr6sentations de dimension 1 du groupe 
ponctuel). 

Ces deux conditions limitent consid6rablement le 
nombre de vecteurs k tels qu'il existe des repr6senta- 
tions Fey de dimension 1. Trois m6thodes peuvent &re 
utilisdes pour 6tudier les dimensions des repr6senta- 
tions 7ey--Fey de Ge = Ge: celle d'Olbrychski (Olbrych- 
ski, 1963), celle de Kovalev & Liubarski (Kovalev & 
Liubarski, 1958), enfin celle de Herring (Herring, 1942); 
elles seront exploit6es successivement. 

On peut cependant pr6ciser d~s maintenant une con- 
dition n6cessaire pour qu'une repr6sentation Fey (Ge = 
Ge) puisse atre r6elle; il faut que les translations r6ti- 
culaires aient un caractbre r6el: exp ik .  Tz= + 1, ce 
qui implique k~=0,½. D'ofi un nombre tr~s restreint 
de vecteurs k situ6s ~t la surface ou au centre de la 
premi6re zone de Brillouin. (On retrouve ce r6sultat en 
remarquant qu'une repr6sentation rdelle de dimension 1 
satisfait la deuxi~me condition de Landau: k et - k  
doivent appartenir ~ la m~me 6toile, soit 2k--K, vec- 
teur du r6seau r6ciproque). 

(1) MOthode d'Olbrychski 
I1 s'agit d'une m6thode tr~s simple d'identification. 

Le groupe d'espace Ge = Ge est d6fini par ses 616ments 
g6n6rateurs (cqr~), li6s par certaines relations de la 
forme: 

(c~lra) ~a • (/~lr~)~P... = ( r iTz) .  

On traduit matriciellement ces relations dans une 
repr6sentation Fej: 

[/'ej(c~lr,)] ia . [/'ej(C/Ira)]ie... =exp ik .  Tz1 , 

1 d6signant la matrice unit6 de dimension dkj. 
Par identification, on obtient les matrices Fej (c~[r~). 
Si au moins deux matrices Fej(c~lr~.) et Fej(fl[r/j) ne 

commutent pas, il n'existe pas de repr6sentation Fej de 
dimension 1. 

A C 2 5 A  - 2 
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Exemple : 

Ge= P 2--L ,(c~lz,) = (2zl00½), (/~ It=) -- (il000), 
m 

k=(O~) 
(2zl00½) (T[000) = (el001) (TI000) (2z[00½) 
rk(2zl000) r~(il000)=-rk(il000) r~(2zlO~). 

I1 ne peut exister de F~  de dimension 1. 

(Plus generalement si le groupe ponctuel est centro- 
symetrique, il n'existe de F~cj paires et impaires que 
si k n'a pas de composantes suivant les axes helicoid- 
aux; d'autre part si Ge centrosymetrique contient un 
axe helicoidal ou un miroir avec glissement et si k a une 
composante suivant cet element, il n'existe pas de Fej 
de dimension 1). 

Interpretation: les translations du groupe commuta- 
teur C de Ge doivent appartenir h Te, c'est-5.-dire avoir 
le caractere + 1 dans la representation Ae de T, pour 
qu'il existe au moins une representation Fej de dimen- 
sion 1, d'ofi une selection rapide des vecteurs k 5. re- 
tenir. 

Soit n, l'ordre de l'element c~, r~, la composante de 
v, suivant l'axe du le miroir c¢" n~r~, est une translation 
entiere &. Suivant que t~ appartient h T~ ou T -  T~, on 
a, si/-'~j est de dimension 1" 

On peut alors preciser si Fx~ peut ~tre reelle. Si k 
est perpendiculaire g r~, Fgj(c~lr~)= + 1 et si k est per- 
pendiculaire 5. toutes les translations r~,, F~r est reelle. 
Supposons maintenant que k ait une composante ½ 
suivant ~:~, la realit6 de F~. depend alors de l'ordre n, 
de ~: si t~Tg, F~ peut ~tre reelle puisqu'alors on peut 
avoir: 

r~(~l~ )= + ~. 
n~=2: axe 2, miroir m" t~eT~, 

axe 21, miroir a ou n: &eT-  Te. 
n , = 3 :  axes 3, 31, 3z: t, eT~. 
n~=4,6" axes 42, 62, 64: te~Tlc, 

axes 41, 43, 61, 63, 65" t~eT-T~. 

Par consequent si k n'a pas de composante suivant 
des axes 21, 41, 43, 61, 63, 65 et suivant les glissements 
des miroirs avec glissement, ou si le groupe ponctuel 
est centrosymetrique et si k n'a pas de composante 
suivant des axes 3~, 3z, 4z, 6z ou  64, il existe au moins 
une representation F~  reelle, telle que" F~(cqz~)= 
+ 1Vc~ (il peut evidemment en exister d'autres dans les- 
quelles certains elements (c~lr,) ont le caractere -1 ) .  

(2) Mdthode de Kovalev--Liubarski 
On montre que: 

F~(c~l~) = zI~(~l~) x/~(c~).  

A~ est une extension de la representation Ax de T 
aux elements de Ge, le plus souvent avec poids, dite 
representation connectante (ce poids ne varie pas 5. une 
jauge pres si on remplace T~ par z~+ Tz); Fxj est une 
representation du groupe ponctuel G dont le poids est 

inverse de celui de Ae et depend donc de k. 
Toute connectante de dimension 1 est p-equivalente 

5. une representation vectorielle de dimension 1, mais 
on ne peut effectuer le changement de jauge car on 
doit toujours avoir par definition: 

A~(eITz) =exp ik . Tz . 

Deux cas se presentent alors: si la connectante a un 
poids different de 1, les Flc~ s'obtiennent 5. partir des 
representations avec poids de Ge t  par suite il n'existe 
pas de Fkj de dimension 1 si G n'est pas cyclique; m~me 
si G est abelien, il peut posseder des representations 
dont le poids est distinct de l'unit6, donc de dimension 
superieure b. 1; par suite, des matrices d'une telle re- 
presentation peuvent ne pas commuter, de m~me que 
deux matrices Fk~(c~l~) et F~j(fllrp) peuvent ne pas 
commuter marne si c~ et fl commutent dans G; si au 
contraire on peut trouver une connectante de poids 
unite, les Fkj s'obtiennent 5. partir des representations 
vectorielles de G, et il existe au moins une Fkj(Fkx) de 
dimension 1, associee 5. la representation identite/'1 de 
G (5. chaque Fj de G de dimension 1 correspond en fait 
une Fgy de dimension 1). 

On sait qu'il peut exister plusieurs representations 
connectantes. Par suite si la connectante peut atre 
choisie de poids unite et reelle, il existe des Fg~ reelles 
de dimension 1 qui se deduisent des representations F 1 
reelles de dimension 1 du groupe ponctuel. C'est pre- 
cisement le cas (Sivardibre, 1969b) si k est perpendi- 
culaire aux axes helicoidaux 21, 41, 43, 61, 63, 65, et aux 
glissements des miroirs avec glissement, et si G n'est 
pas centrosymetrique. 

On retrouve ainsi les resultats de la methode 
d'Olbrychski. 

Si la comlectante, de poids unite, est complexe, et si 
une representation du groupe ponctuel G est complexe, 
leur produit tensoriel pourrait atre reel, mais cette 
circonstance ne se produit pas; elle implique en effet 
G=3, 4, 6, 23, m3. Si Ge=P3b P3z, la connectante est 
reelle; si Ge=P4b P43, P6b P63, P65, le produit 
exp (ik. z~). F~(o 0 est toujours complexe; si Ge a pour 
groupe ponctuel 23 ou m3, l'axe 3 n'est jamais heli- 
coidal, on a seulement des axes 21 ou des miroirs avec 
glissement: exp ik.  z~= +i, et / -)(e)=l ,  j ,  jz done 
exp ik .  z~. Fj(e) est complexe. 

Une derni6re circonstance peut se produire" la con- 
nectante est complexe avec poids, G est cyclique et par 
suite ses representations avec poids sont de dimension 1 
(p. ex. P21, k=00½). Dans ce cas les Fk~ sont de dimen- 
sion 1 complexe. 

(3) Mdthode de Herring 
Soit Tk le noyau de Ag, c'est-5.-dire l'ensemble des 

translations de caract~re + 1. Une representation F~j 
est engendree par une representation de Ge/Tk (en 
fait toutes les representations de Ge/Tk ne fournissent 
pas de petites representations). On doit alors distin- 
guer plusieurs situations: 
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(a) Le groupe Ge peut ~tre d6fini par une applica- 
tion de G x G dans T~, et alors: Ge/TI~---G. La connec- 
tante est r6elle et sans poids, F~(el~,)= + F~(e). 

D'apr6s Herring ou Kovalev-Liubarski, les Fx~ sont 
engendr6es par les F~ de G, et il existe au moins une 
Fg~. r6elle de dimension 1. 

(b) Le groupe Ge ne peut ~tre d6fini par une applica- 
tion de G x G darts Tx et on ne peut trouver de connec- 
tante sans poids; par suite il n'existe par de Fx~. de 
dimension 1 (e.g. Pba2, k=½00). 

I1 arrive que Ge/Tg soit isomorphe du groupe double 
G + (seules les repr6sentations sp6cifiques de G + engen- 
drent alors des petites repr6sentations, car seules elles 
fournissent des repr6sentations avec poids de G). 

(c) Le groupe Ge ne peut atre d6fini par une applica- 
tion de G x G dans Tx, mais on peut trouver une con- 
nectante complexe sans poids. Par suite d'apr6s Ko- 
valev-Liubarski, les Fxl sont complexes, celles de 
dimension 1 sont obtenues ~ partir des F~ de dimension 
1 de G (p. ex. Pba2, k = z~0); il existe au moins une Fe~ 
de dimension 1. 

La m6thode de Herring permet une autre interpr6ta- 
tion de cette situation: Ge/Tg est diff6rent de G, c'est 
un groupe K dont certaines repr6sentations complexes 
de dimension 1 engendrent les petites repr6sentations, 
(K est une extension de G par un groupe isomorphe 
de TITs). 

(Si G est cyclique et si K =  G +, seules les repr6senta- 
tions non sp6cifiques de G + sont utiles, la connectante 
est avec poids). 

Le poids de Schur 2(e, f l )=exp ik .  T~ est distinct 
de l'unit6, mais les repr6sentations avec poids de G 
d6duites des Fe~ sont p-6quivalentes aux repr6senta- 
tions vectorielles. 

La discussion est r6sum6e dans le Tableau 1. 

Exemple rdcapitulatif 
Nous choisissons le groupe d'espace Pba2. Pour 

d6finir l'application de G x G dans T, nous prenons par 
exemple: ~o(muz)=(muzl~-~O), ~o(mxz)=(mzz[½½0) et 
~0(2z) =(2z1000), d'ofi le Tableau des T,~: 

o: fl rnuz mxz 2z 
muz 100 100 000 
mxz 010 010 000 
2z 110 110 000 

Le groupe A des vecteurs k invariants darts le groupe 
ponctuel mm2 est engendr6 par les vecteurs (000), 
(½00), (0½0) et (001). Le groupe commutateur C de G 
est engendr6 par les translations (el ll0), (el l l0) et 
(el002); donc le groupe B des vecteurs k invariants tels 
que les 4 repr6sentations Fgj soient de dimension 1 
comprend les vecteurs (000), (-~z0), (00~) et ( ~ ) ,  
(effectivement le groupe Ge/C est ab61ien d'ordre 16, 
ses repr6sentations engendrent les/~gj de dimension 1). 

Pour k = (000) et (00½), perpendiculaires aux trans- 
lations ~ ,  les 4 repr6sentations F~j sont r6elles de di- 
mension 1 (connectante r6elle de poids unit6); pour 
k =(½½0) et ~222:,t~11a elles sont complexes de dimension 1 
(connectante complexe Ak(~lr~)=expik. T~, de poids 
unit6); pour les autres vecteurs k invariants, les repr6- 
sentations F~j sont de dimension 2 (connectante com- 
plexe avec poids). 

On obtient donc ~t partir du groupe Pba2 deux poids 
pour les repr6sentations avec poids du groupe ram2, le 
poids unit6 si k appartient h B (le groupe Ge/Tk est 
isomorphe de mm2 pour k=00½, isomorphe d'un 
groupe fini ab61ien distinct de ram2 et admettant des 
repr6sentations complexes pour k=zL}0); un poids 
distinct de l'unit6 si k appartient h A-B (le groupe 
GdTk a alors des repr6sentations p-6quivalentes ~t 
celles du groupe double mm2+). 

Les r6sultats pr6c6dents se retrouvent ais6ment par 
la m6thode d'Olbrychski: 

11 (muzl-z~O) (mxzlza-~0)=(ellT0) :m i110a x~l~  : (mu~l~0). 

Pour qu'il existe des /'kj de dimension 1, on doit 
avoir: 

Fgj(el 1T0) = + 1, soit: kEB. 

Pour k=(000), (00~2), Pba2/Tk=mmm; pour k =  
(½00)(0~0), Pba2/Tk=mmm+; pour k=(~-~0), (½~tzz) 
Pba2/Tk est d'ordre 8 et ab61ien. Enfin les T,p n'appar- 
tiennent h Te que pour k = (000) et (00½). 

Conclusion 

La th6orie du petit groupe, compl6t6e par les 
m6thodes d'Olbrychski, Kovalev-Liubarski ou Her- 
ring, permettent de d6terminer les repr6sentations Fej 
r6elles de dimension 1 d'un groupe d'espace Ge. 

Posi t ion de k 

a k ou k r~V~ aux axes 
21, 41, 43, 61, 63, 65, 
et aux miroirs a, net 
G n'est pas centro- 
sym6trique 

b k quelconque mais 
les translations du 
groupe commutateur 
sont dans Tk 

b k quelconque 

Tableau 1. Represdntations F~j: rdsumd de la discussion 

Poids de Schur 
& Liubarski Dimension des Fej Connectante 
exp ik. T~ B = 1 Au moins une Fkj r6elle R6elle sans poids 
exp iK~. rB= 1 de dimension 1 

exp i k .  T~# # 1 
exp iK~. r# = 1 

exp i k .  To,# # 1 
exp iK~. ~# ¢ 1 

Au moins  une Fej  complexe  
de dimension 1; pas de 
F~j r6elle 

Pas de Fkj de dimension 1 

Complexe  sans poids 

R6elle ou  complexe  
avec poids 

Structure de Ge 

Gel Tk = G 

GdTk=K#G 
(si G est cyclique 
K-- G +) 

Gd T~ ,,., G + 

A C 25A - 2* 
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(1) On recherche les vecteurs k invariants dans le 
groupe Ge" Gx = Ge, dont  les coordonndes sont 0 ou ½. 

(2) On retient parmi eux ceux qui ne sont pas paral- 
l~les ~ des axes 21, 41, 43, 6~, 63, 65 ou aux glissements de 
miroirs avec glissement, ou qui n 'ont  de composante 
suivant aucun 616ment h61icoidal ou avec glissement si 
G est centrosym6trique. 

Pour  de tels vecteurs k, il existe au moins une re- 
pr6sentation F~. de dimension 1 r6elle, il peut en exister 
plusieurs. On peut finalement classer de la mani~re 
suivante les repr6sentations Fx~. r6elles de dimension 1, 
en remarquant  que: 

/Tg~l r=+ Tz) = e x p  ( ik .  Tt),~x(=lr=)/7(~) • 

(1) Les repr&entat ions F0j ( k = 0 ) :  elles sont engen- 
dr6es par  les repr6sentations r6elles de dimension 1 de 
G. 

(2) Les repr&entat ions Fkj" (k-C0): puisque Ge peut 
se d6finir par  une application de G x G dans T~, elles 
sont, comme les pr6c6dentes, engendr6es par les repr6- 
sentations r6elles de dimension 1 de G. 

Si Ge est symmorphique (r~=0),  on doit distinguer 
parmi les Fkj la repr6sentation Fkl, engendr6e par la 
repr6sentation identit6 de G, dans laquelle: Fea(a[0)= 
+1 .  

Remarque 

L'6tude pr6c6dente permet d'expliciter les cas de 
d6g6n6rescence des bandes, c'est-5.-dire les vecteurs k 
tels qu'il  n'existe pas de F~i r6elle de dimension 1. 

. 

Classification des groupes magn6tiques 

La recherche des repr6sentations r6elles de dimension 1 
des 230 groupes d'espace Ge permet d '6num6rer les 
1421 groupes magn6tiques non gris. Aux repr&enta-  
tions de types Foj, Fkl et Fkj, on associe respectivement 
les groupes magn6tiques de type Goj, G~x, G~cj. 

Groupes Go~ 

Puisque les translations ont le caract~re + 1 dans les 
repr6sentations F0j, les groupes Goj" ont pour r6seau l 'un 
des 14 r6seaux de Bravais et pour  classe la classe mag- 
n6tique Gj associ6e 5. la repr6sentation Fy du groupe 
ponctuel G. Ces groupes d6crivent les compos6s mag- 
n6tiquement ordonn& o~t les mailles chimiques et mag- 
n6tiques sont identiques. 

I1 existe autant  de groupes G0j associ6s 5. Ge que de 
repr6sentations Fj r6elles de dimension 1 de G (certains 
d 'entre eux peuvent ~tre isomorphes), que Ge soit ou 
non symmorphique.  

Notons que les classes 22'2' et 2'2'2 sont identiques, 
non les groupes C2'2 '2 et C22'2' .  

Groupes Gkl et G~j 

Ces groupes d6crivent les compos6s magn6t iquement  
ordonn6s ol) la maille magn6tique est un multiple de la 
maille chimique. Leur classe magn6tique est grise puis- 
qu'ils poss6dent des antitranslations,  leur r6seau est 
l 'un des 22 r6seaux magn6tiques TMk, i l e s t  d6crit de 
mani6re 6quivalente par la donn6e du vecteur k (si le 
r6seau de Ge n'est pas primitif, il peut ~tre plus simple 
d'envisager des anti translations t '  int6rieures 5. la 
maille chimique ou un vecteur k d6crit dans le syst~me 
de la maille simple) (Tableaux 2 et 3). 

Tableau 2. R~seaux magnOtique ~t 2 dimensions 

R6seau k ou anti- R6seau 
g6n6ra- transla- magn6- 

Syst6me teur tion t' tique 
Oblique P ½0 P'b 
Rectangulaire P ½0 P'b 

½½ P'c 
C t' C" 

Carr6 P }½ P% 

Tableau 3. Rdseaux magnOtiques ?t 3 dimensions 

R&eau R6seau 
g6n6ra- magn6- 

Syst6me teur k ou t' tique 
Triclinique P k00 Ps 
Monoclinique P 300 Pa 

003 P0 
0½~ Ca 

C 300 Cc 
t" Pc 

Orthorhombique P ½00 Pc 
k30 Ca 
½2a~ Fs 

C 00½ Cc 
Pc 00½ Ic 
I t" 1" 
F 001 CA 

Quadratique P 00½ Po 
{-½0 Pc 
1 1 ~-½2 Ic 

I t' I" 
Hexagonal P 00k Cc 
Rhombo6drique R t '  Rx 
Cubique P {-}½ Fs 

I t ' 1' 

Tableau 4. Classification des groupes magnOtiques 

Symmorphiques 
Non symmorphiques 
80 groupes magn6tiques ~. 2 dimensions 
Symmorphiques 
Non symmorphiques 
1651 groupes magn6tiques & 3 dimensions 

Groupes 
g6n6ra- Groupes 

teurs gris 
13 13 
4 4 

17 17 
73 73 

157 157 
230 230 

Groupes Groupes Total des 
mixtes mixtes groupes 
k = 0  k # 0  ou t '  mixtes Total 

17 11 28 54 
9 9 18 26 

26 20 40 80 
148 110 258 404 
526 407 933 1247 
674 517 1191 1651 
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Si Ge est symmorphique, il existe autant de groupes 
G~z que de groupes G0~ (ce r6sultat est une cons6quence 
imm6diate de la m6thode de Kovalev-Liubarski); si 
Ge est non symmorphique, ou bien il en existe autant, 
ou bien il n'en existe aucun. 

Les r6sultats pr6c6dents permettent une 6num6ra- 
tion rapide des groupes magn6tiques, on retrouve ais6- 
ment les r6sultats de Belov (Belov, Neronova & Smir- 
nova, 1957) (Tableau 4). 

Dans la notation d'Opechowski & Guccione, on se 
r6f6re ~. la maille chimique; dans celle de Belov, /t la 
maille magn6tique. 

Parmi les 230 + 674 = 904 groupes de r6seau classique, 
275 sont ferromagn6tiques (44 triviaux, 231 mixtes) et 
629 antiferromagn6tiques. 

Comparaison avec la th6orie d'Opechowski & Guccione 

Pour trouver les groupes magn6tiques associ6s ?~ un 
groupe d'espace Ge, Opechowski & Guccione recher- 
chent les sous-groupes invariants d'indice 2 de 
Ge. 
D'apr~s la th6orie de Hermann, un tel sous-groupe ale  
mame r6seau que Ge (le groupe magn6tique associ6 a 
un r6seau classique: k--0), ou le m~me groupe ponc- 
tuel que G (son r6seau est alors form6 des translations 

En particulier les groupes Gk~ ont mame symbole 
ponctuel dans les 2 notations: 

P2ernm2 = Pernm2 

(au contraire P2em' m'2 = Pccc2). 
I1 existe autant de Flcz r6elles de dimension 1 que 

de F0z du marne type (engendr6es par les Fz du groupe 
ponctuel puisque Fej(c~10) = Fz(c0. En effet: Fez. Fk'Z" = 
Fk+ki~0 et en particulier: F0z. F~I = F~Z. 

Ainsi, connaissant deux groupes magn6tiques asso- 
ci6s ~t Ge, on en connait imm6diatement un troisi~me 
(les groupes G~Z forment donc un groupe ab61ien, iso- 
morphe du groupe des Fx z r6elles de dimension 1 de 
Ge). Les 616ments de Ge ayant le caract~re + 1 dans 
F0z, Fk~ et Fez forment un sous-groupe invariant 
d'indice 4 Qz de Ge, le groupe facteur Ge/Qz est iso- 
morphe de 222 (non cyclique), et comme Font montr6 
Opechowski & Guccione, la recherche des groupes 
magn6tiques associ6s ~t Ge est 6quivalente ~t celle des 
sous-groupes Qz- 

Ce qui pr6c~de suppose 6videmment qu'on puisse 
avoir: j # l ,  autrement dit que le groupe ponctuel G 
poss~de au moins un sous-groupe invariant d'indice 2; 
si ce n'est pas le cas (G--1, 3, 23), seul le groupe G1cl 
existe. 
Exemple: Pmm2, k=00½ 

F~Z (mull000) (m~1000) 
Fkl 1 1 
F/c2 1 - 1 
F/c3 --  1 1 
/-'/c4 - 1  - 1  

(2z[000) Gez 
1 P2emm2 =Pcmm2 

- 1 Pzcmm'2' = Pcmc21 
- 1 Pzcm'm2' = Poem21 

1 Pzcm'm'2 = Pcee2 

Tk, et le groupe magn6tique associ6 h un r6seau magn6- 
tique Tmk, d6crit de mani6re 6quivalente par la donn6e 
de k ¢  0); dans ce dernier cas, les translations Tk doi- 
vent former un sous-groupe invariant de Ge, ce qui 
implique" Gk=Ge; ce sous-groupe est d'indice 2 si" 
k~=0, ½. 

Supposons d'abord Ge symmorphique" si k = 0 ,  le 
noyau H0z de F0i n'est autre qu'un sous-groupe DT; si 
k # 0, les noyaux de/-'/¢1 et FkZ sont du type DR0 et DR, 
(Tableau 5). 

Tableau 5. Notations des groupes magndtiques 

Repr6sen-  G r o u p e  
t a t ion  N o y a u  magn6 t ique  

/"ot Hoj = D:r Goj = M T  
F~I H~I = DRO G~I = MRO 
F~I H ~  = DRy. Gkj = MR~ 

En effet dans un groupe Gel les op6rateurs ont des 
translations non primitives nulles (par rapport ~t la 
maille magn6tique); ce n'est pas le cas dans les groupes 
Gkz autrement dit, le noyau Hkl d'une repr6sentation 
Ftcl est symmorphique et est isomorphe de Ge alors 
qu'un noyau Hkj n'est pas symmorphique. 

On peut comparer la recherche des groupes magn6- 
tiques associ6s ~t Ge symmorphique ~t la recherche des 
classes magn6tiques. En effet un groupe ponctuel a la 
structure d'un produit semi-direct: G = H A K, de mame 
que G e = T A G ;  H, comme Tes t  un groupe cyclique, 
ou produit direct de groupes cycliques, K un groupe 
ponctuel. Ainsi: 422=4 A2. Supposons que K admette 
un sous-groupe invariant d'indice 2 au moins; dans 
une classe magn6tique associ6e ~. G, ou bien les 616- 
ments de H sont des op6rateurs (analogie avec G0j), ou 
bien ce n'est pas le cas (analogie avec G~I ou G~j). 

Exernple: 422 = 4 A 2  P422 = P A 4 2 2  
42'2' = 4 A 2' P4'22 = P A 4'22' 
4'22' = 4' A 2 P2c422 = P2c/~ 422 
4'2'2 = 4' A 2' P2c4'22' = Pze/~ 4'22' 

Supposons maintenant que Ge ne soit pas symmor- 
phique. La m6thode met encore en 6vidence des sous- 
groupes invariants Q d'indice 4 dont les 616ments ont le 
caract~re + 1 dans deux repr6sentations F~t et F~z, et 
dans la repr6sentation produit qui est du type F0v 

Exemple: Groupes magn6tiques associ6s b. Pba2. 
Les seules repr6sentations r6elles de dimension 1 de 

Pba2 sont obtenues pour k = (000) et k = (00½). 
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k=(000): les groupes magn6tiques associ6s sont du 
type M T  de r6seau classique (Pba2, 
Pb' a'2, Pba'2'). 

k = (00½): les groupes magn6tiques associ6s ont pour 
r6seau P2e. 

Remarque Si Ge n'est pas symmorphique, les noyaux 
H0j peuvent ~tre symmorphiques ou non. Que k soit 
ou non perpendiculaire 5. routes les translations z,, 
H~o" n'est jamais symmorphique. 

/'e~ (mu~l{~O) (m=l~0)  
F~I 1 1 
/-'/c2 1 - 1 
F~:3 - 1 1 
Fie4 --1 --1 

(2~1000) Gej 
1 Pzeba2 = Pcba2 

- 1 Pzeba'2' = Pcna2x 
- 1 Pzcb'a2' = Pcbn21 

1 P2cb'a'2 = Penn2 

Les 3 sous-groupes Q sont engendr6s par les transla- 
tions T~ et respectivement les 616ments (muzl~z0), 
(m,zl~0) et (2zl000). 

Cependant, si Ge n'est pas symmorphique, aucun 
choix logique des translations r~ ne s'impose. 

On peut par exemple les choisir de coordonn6es po- 
sitives, et int6rieures 5. la maille chimique origine [com- 
me dans les International Tables for X-ray Crystallo- 
graphy (1952)]. Par cons6quent, on ne peut distinguer 
les groupes magn6tiques associ6s G~c~ et Ge~; en effet, 
si (ctlT~) ale  caract~re + 1 dans Fei, (~lr=+ T) (Tappar- 
tenant 5. T-T~c) a le caract~re - 1 ,  or on peut indiff6- 
remment associer 5. ~les 616ments (c~lr,) ou (c~lr,+ T); 
(au contraire, si Ge est symmorphique, le choix (0(~)= 
(ctl0) s'impose). 

On notera par convention F ~  la repr6sentation dans 
laquelle les ~16ments (ctlr~) (z~ > 0), associ~s aux g6n6- 
rateurs habituels de la classe ont le caract6re + 1. II 
ne lui correspond pas un groupe magn6tique du type 
Ma0. (D'aprbs cette convention le symbole d'Ope- 
chowski & Guccione de Gg~ ne contient pas d'anti- 
op6rateurs). 

Exemple: P4z22. G6n6rateurs: 4z et 2z.. 

On suppose maintenant avec Opechowski & Guc- 
cione que les translations z~ sont int6rieures 5. la maille 
origine. Soit alors Q~ l'ensemble des 616ments (c~lr~) de 
caract~re + 1 dans Fgj, compl6t6 par les translations 
de T~. 

Si Ge est symmorphique, Qj est un sous-groupe in- 
variant d'indice 4 de Ge comme on l'a vu. Si Ge n'est 
pas symmorphique deux peuvent se produire: 

(1) Qs est un groupe (Glcj est du type MR~). 
(2) Qj. n'est pas un groupe (Glcj est du type MRs2). 

On retrouve ais6ment cette distinction. 
Si k n'est pas perpendiculaire aux r~, Gkj est du type 

MRs2. 

Exemple: P4222, k=00~z 
F~ff4~1½) = + 1 
F~1(4211) = + 1 donc FlCl(2Z[0) = - 1 . 

Au contraire si k est perpendiculaire aux z~, puisque: 
Flcj= Fkx. F0j, les 616ments de Qj forment un groupe, 
sous-groupe invariant d'indice 4 de Ge. Alors Gkl est 
du type MR0 et G~j. du type MR,a (en effet puisque k est 
perpendiculaire aux r~,, tout se passe comme si Ge &ait 
symmorphique). 

k=O0½ (elO) (4~1½) (2~10) (4~1½) 
F~a 1 . 1 - 1  - 1  

~2 1 --1 - 1  1 

(2~10) ( 2 y 1 0 )  (2xul½) (2xyl½) G~cy 
+ 1 - 1 - 1 1 P2c4222 

1 - 1 1 - 1 Pzc4"222' 

Si Ge n'est pas symmorphique et si k est perpendi- 
culaire aux translations r~, (z~ int6rieures 5. la maille 
origine), ce qui ne se produit jamais si G est cubique, 
(c~lz~) et (c~lz~+ T) ont le m~me caract~re si: k .  T = 0  ou 
si T appartient 5. Tk. On peut dans ce cas choisir logi- 
quement les z~ perpendiculaires 5. k et distinguer encore 
les groupes Gej du groupe Gel. 

C'est la seule situation darts laquelle on a quel que 
soit ~: F~I(~Iz~)= +1, les r~ 6tant int~rieures 5. la 
maille origine, le groupe Gkl 6tant par suite du type 
MR0. Le sous-groupe invariant H~I est alors identique 
5. Ge, seule la maille est diff6rente. 

Exemple: fl Pba2, k=00~ correspond le groupe 
P2cba2. Au contraire 5. P4222, correspondent les 
groupes Pze4122 et P2e4322, mais le groupe Pac4222 
n'existe pas. 

Donc, si Ge est symmorphique, les groupes M ~  sont 
du type MRs1. 

D'autre part, si tous les 616ments ~ de la classe sont 
binaires, pour pouvoir d6finir un groupe magn6tique 
associ6 h Ge, il faut que k soit perpendiculaire aux z~ 
donc les groupes MR~ sont du type MR~I. 

, 

Groupes d'espaces color ,s  

Pour former un groupe d'espace 5. i~ couleurs, il faut 
trouver un sous-groupe invariant H~ de Ge tel que le 
groupe facteur Ge/H~ soit cyclique d'ordre i~ dans le 
groupe color6, les ~16ments de H~ n'affectent pas la 
couleur. Ainsi si G~ poss~de 4 couleurs, H~ est d'indice 
4, Ge/H~ cyclique, isomorphe du groupe 4 et non du 
groupe 222. 
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Soit ~, une repr6sentation complexe du groupe 
Ge/Ho,: ses caract~res sont les racines a~i~mes de 
l'unit6: 

P exp 2rci ~ -  (p=0 ,  1, . . . ,  a~-  1). 
a~  

~, engendre une repr6sentation ~,e de Ge, dans la- 
quelle les 616ments d'un mSme complexe associ6 ~ H~ 
ont le m~me caract~re. R6ciproquement si on conna~t 
une repr6sentation complexe de dimension 1 de Ge, 
donc les caract~res sont les racines a~i~mes de l'unit6 
on en d6duit un groupe d'espace ~ a~ couleurs isomor- 
phe de Ge. 

Repr6sentations complexes de dimension 1 
des groupes d'espace 

Pour trouver les groupes d'espaces color6s, on doit 
donc rechercher les repr6sentations complexes de di- 
mension 1 des 230 groupes d'espace. D'apr~s l'6tude de 
la premiere partie, on s61ectionne d'abord les vecteurs 
k invariants dans Ge, puis on exploite par exemple la 
m6thode d'Olbrychski (si le groupe ponctuel est cycli- 
que, il peut exister des vecteurs k invariants de coor- 
donn6es 0, 0, kz-¢-½; si kz= 1/n, on obtiendra des 
groupes 5. n couleurs, et si kz est irrationnel, des groupes 
~t une infinit6 de couleurs). 

Si Ge/Te = G, les F~j complexes de dimension 1 sont 
engendr6es par les Fj complexes de dimension 1 de G 
si elles existent. 

Si Ge/Tk est diff6rent de G, et alors Ge ne peut atre 
d6fini par une application de G x G darts TTc, et si on 
peut trouver une connectante (complexe) sans poids, 
les F ~  sont complexes et celles de dimension 1 se 
d6duisent des repr6sentations de dimension 1 de G. 

Classification des groupes color6s 

On peut, d'aprbs ce qui pr6c~de, distinguer plusieurs 
types de groupes d'espaces color6s G~j: 

(1) Les groupes du type G0j, de classe color6e asso- 
ci6e ~t la repr6sentation Fj de Ge t  de r6seau classique. 
H0j a le m~me r~seau que Ge, son groupe ponctuel est 
un sous-groupe invariant de G. 

(2) Les groupes du type GT, j analogues aux groupes 
magn6tiques Gkj, tels que" Ge/Tk=G. Le r~seau est ~t 
2 couleurs. Si Ge est symmorphique, on remarque que 
les rotations (c~10) et les translations (el Tz) transforment 
ind6pendamment les couleurs. Si la classe Gj est ~t aj 
couleurs, le groupe est ~t 2aj couleurs (d'ofi le nomble 
maximum de couleurs: 12). 

(3) Les groupes du type G~,j, tels que G J T ~ = K ¢  G 
le r6seau est 5. 2 couleurs. Le nombre de couleurs est 
sup~rieur au nombre de couleurs des classes color6es 
G~ (exemple: Pba2, k=(2x~20); 4 couleurs alors qu'il 
n'existe pas de classe color6e associ6e ~t mmm]. Ici les 
translations et les rotations ne transforment pas ind6- 
pendamment les couleurs. En effet Ge/Tk est diff6rent 
de G, c'est un groupe K d'ordre double de celui de G 
(ici encore le nombre maximum de couleurs est 12). 

(4) Les groupes Gkj de classe cyclique, k~#0,½. 
Ainsi, si k=(00¼) et G cyclique, k est invariant. Le 
r6seau est ~t 4 couleurs, le nombre de couleurs peut &re 
sup6rieur h 12. 
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