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avec /I=04=0B8 (Fig.2).
Dans cette expression la fonction
Vyorn )

Jo(BYI2—x2) (B=2nkC Vs 136

est la fonction de Riemann associée a 1’équation (5).
Cette fonction est liée aux solutions ¢élémentaires de
I’équation (8): en effet, on montre en théorie générale
des équations aux dérivées partielles (Hadamard 1964,
p. 182) que la fonction de Riemann n’est autre que le
coefficient du logarithme dans la solution élémentaire
mise sous forme:

U(X, Y) log (o|R—Rol) + V(X, Y)

(voir paragraphe 2-2). Effectivement le développement
des fonctions

intH}(oIR—Ry|) et inH3(0|R—Ry|)

(pour R voisin de R) donne:

R-—
iﬂH(l)[O'[R —Ryj]=2J(c|R— Ry|) log ol 5 R

+ une fonction réguliére de [R—Ry| et
inH3[o|R— Ry|]=2Jy(c]R—Ry|) log EB_;_RQI

+ une fonction réguliere de |R—Ry| (voir Morse &
Feshbach, p. 627).
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Il faut noter que ce n’est que par hasard que la fonc-
tion de Riemann J, est proportionelle & la somme des
deux solutions élémentaires du probiéme; il n’en est en
général pas ainsi.
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Méthode Nouvelle de Construction des Groupes Magnétiques

By J. S1ivARDIERE
Laboratoire de Diffraction Neutronique, Centre d’Etudes Nucléaires, Boite Postale 269, Grenoble, France

(Regu le 16 avril 1969)

The determination of real one-dimensional representations of a group is equivalent to the determination
of its invariant subgroups of index two. This idea is used to construct and classify the magnetic space

groups.
Introduction

Soit G un groupe cristallographique; pour rechercher
les groupes magnétiques qui s’en déduisent, deux
méthodes peuvent étre utilisées:

(1) On recherche tous les sous-groupes invariants
H, d’indice 2 de G et on remplace les éléments du
deuxiéme complexe par les antiopérateurs correspon-
dants, d’ou des groupes magnétiques G, isomorphes
de G.

(2) On recherche toutes les représentations I, réelles
et de dimension 1 de G, et on remplace les éléments
ayant pour caractere — 1 par les antiopérateurs corre-
spondants.

Les deux méthodes sont équivalentes puisque les
représentations Iy réelles et de dimension I ont pour
noyaux les sous-groupes invariants H, d’indice 2. Si G

est un groupe ponctuel (Sivardiére, 1969a), ces
deux méthodes sont aussi simples I’'une que 1’autre; par
contre si G est un groupe d’espace Ge, la deuxieme
méthode, développée ici, semble plus systématique que
la premiére.

Dans une premiére partie, on recherche les représen-
tations irréductibles des groupes d’espace réelles et de
dimension 1; dans une deuxiéme partie, on en déduit
une classification des groupes d’espace magnétiques;
les résultats sont comparés & ceux de Opechowski et
Guccione (1961); on envisage enfin, dans une troisi¢me
partie, le cas des groupes d’espace colorés.

Principales notations utilisées

Ge Groupe d’espace.
G Groupe ponctuel d’éléments a (identité &).



J. SIVARDIERE

7 Groupe des translations réticulaires 7; ou
(eI Ty).

(a|te+ T1) Elément de Ge.

7, Projection de 7, sur a.

k Vecteur de I’espace réciproque.

K Vecteur du réseau réciproque.

Gx Groupe du vecteur k.

Ak Représentation de 7.

Ty Représentation de Ge.

I; Représentation sans poids de G.

Iy Représentation avec poids de G.

A Représentation connectante.

Yk Petite représentation de Gp.

T Novyau de 4.

Hy; Noyau de ;.

H; Noyau de 77.

Tmx Réseau magnétique décrit par le vecteur k.

1

Représentations et sous-groupes invariants

Soit G un groupe fini, I, une représentation irréduc-
tible de G. Le noyau de I, ensemble des éléments de
G représentés par la matrice unité, est un sous-groupe
invariant H, de G.

Réciproquement soit H, un sous-groupe invariant de
G, F,=G/H, le groupe facteur. G est une extension de
F, par H,, qui peut se réduire & un produit semi-direct.
Soit ¢ une représentation de F,, elle engendre une re-
présentation {, de G de méme dimension, dans laquelle
les éléments d’un méme complexe de H, ont méme
représentative.

Soit par ailleurs 4,; une représentation de H,, Gy le
petit groupe de deuxiéme espéce (Lomont, 1959) de
.4, 74 une petite représentation de Gy (sa restriction
aux éléments de H, ne contient que 4,5). Par induction
de 7.5, on obtient une représentation irréductible I de
G: le noyau de I est un autre sous-groupe invariant
Hpg de G; toutes les représentations I3 de G sont ob-
tenus par cette méthode; si y,; est de dimension dg; et
si a est I'indice du petit groupe G,; dans G, I est de
dimension ds=ad,;.

Si G est un groupe ponctuel, on a montré (Sivardiere,
1969a) que toutes les représentations I, de dimen-
sion 1 s’obtiennent aisément comme représentations
engendrées, les sous-groupes invariants H, corre-
spondants sont alors maximaux si G n’est pas
cyclique.

Par contre si G est un groupe d’espace G, le seul
sous-groupe invariant 7T évident (non maximal) est
formé par les translations réticulaires. Par suite on
envisagera le seul sous-groupe invariant 7 et ses repré-
sentations Ay (k est un vecteur décrivant la premiére
zone de Brillouin): soit Gy le petit groupe associé & une
représentation 4y, yrs une petite représentation de Gi;
par induction de yx;, on obtient une représentation
T'y; de G, irréductible: toutes les représentations ir-
réductibles de G, peuvent s’obtenir ainsi.

AC25A-2
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Représentations réelles de dimension 1 des
groupes d’espace

Si k est en position générale, le nombre / de bras
distincts de ’étoile {k} (ensemble des vecteurs k equi-
valents) est égal a g, ordre du groupe ponctuel G=
G./T. Si k est en position spéciale, / est inférieur a g,
et si dy; est la dimension d’une représentation ygs,
Iy est de dimension /. dij. Enfin si k=0, Gy est iden-
tique & Ge, les représentations Io; sont induites a partir
de la représentation identité de 7, autrement dit engen-
drées par les représentations I; du groupe ponc-
tuel.

On obtiendra donc des représentations de dimen-
sion 1 de G dans les conditions suivantes:

(1) [=1, soit Gr=Gy;

(2) diy=1, il doit donc exister au moins une petite
représentation de dimension 1 (en particulier si k=0,
les représentations I'y; de dimension 1 sont engendrées
par les représentations de dimension 1 du groupe
ponctuel).

Ces deux conditions limitent considérablement le
nombre de vecteurs k tels qu’il existe des représenta-
tions I'y; de dimension 1. Trois méthodes peuvent &tre
utilisées pour étudier les dimensions des représenta-
tions yxj=1x; de Gr=G,: celle d’Olbrychski (Olbrych-
ski, 1963), celle de Kovalev & Liubarski (Kovalev &
Liubarski, 1958), enfin celle de Herring (Herring, 1942);
elles seront exploitées successivement.

On peut cependant préciser dés maintenant une con-
dition nécessaire pour qu’une représzntation /' (Gx =
G.) puisse étre réelle; il faut que les translations réti-
culaires aient un caractére réel: expik.T;=+1, ce
qui implique k;=0,%. D’oli un nombre trés restreint
de vecteurs k situés a la surface ou au centre de la
premiére zone de Brillouin. (On retrouve ce résultat en
remarquant qu’une représentation réelle de dimension 1
satisfait la deuxiéme condition de Landau: k et —k
doivent appartenir & la méme étoile, soit 2k=K, vec-
teur du réseau réciproque).

(1) Méthode d’Olbrychski

Il s’agit d’'une méthode trés simple d’identification.
Le groupe d’espace Gy=G, est défini par ses éléments
générateurs (a|t,), liés par certaines relations de la
forme:

(alt)’= . (Blrp)?. .. =(e|T1) .

On traduit matriciellement ces relations dans une
représentation /x;:

[Crpelt))= . [Tef(Blta)}”. .. =exp ik . Tl

1 désignant la matrice unité de dimension dj;.
Par identification, on obtient les matrices [x; (7).
Si au moins deux matrices I'g(x|7.) et T'xs(fitp) ne
commutent pas, il n’existe pas de représentation [x; de
dimension 1.
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Exemple:

GemP 21 (o) = 221003), (1) =(TI000)

k =(00%)

(22]00%) (T|000) =(£[001) (T|000) (22/00%)

T'x(22]000) I'x(1|000)= — I'x(1|000) I'x(2z|00%) .
Il ne peut exister de I'x; de dimension 1.

(Plus généralement si le groupe ponctuel est centro-
symétrique, il n’existe de I'x; paires et impaires que
si k n’a pas de composantes suivant les axes hélicoid-
aux; d’autre part si Ge centrosymétrique contient un
axe hélicoidal ou un miroir avec glissement et si k a une
composante suivant cet ¢lément, il n’existe pas de s
de dimension 1).

Interprétation: les translations du groupe commuta-
teur C de G doivent appartenir & Ty, c’est-a-dire avoir
le caractere +1 dans la représentation 4y de T, pour
qu’il existe au moins une représentation I'x; de dimen-
sion 1, d’ou une sélection rapide des vecteurs k & re-
tenir.

Soit n, ’ordre de I’élément «, 7, la composante de
7, suivant ’axe du le miroir «: #,7, est une translation
entiére #,. Suivant que ¢, appartient & T ou T— T, on
a, si I'x; est de dimension 1:

[ ksl we)]"s = Tis(elta) = £ 1.

On peut alors préciser si Ix; peut étre réelle. Si k
est perpendiculaire a 7, Irj(a|t.)=+1 et si k est per-
pendiculaire a toutes les translations 7, I'x; est réelle.
Supposons maintenant que k ait une composante
suivant 7, la réalité de I'y; dépend alors de I’ordre n,
de a: si t,eTx, I'x; peut étre réelle puisqu’alors on peut
avoir:

Tgj(alt )=+ 1.
ne,=2: axe 2, miroir m: t,&Tkx,
axe 2, miroir a ou n: t,eT— Tk.
ny=3: axes 3, 3y, 3,: t.€7Tx%.
n,=4,6: axes 4,, 6,, 6,4: t.€T%,
axes 41, 43, 61, 63, 65: t.sT— Tk.

Par conséquent si k n’a pas de composante suivant
des axes 2;, 44, 43, 6, 63, 65 et suivant les glissements
des miroirs avec glissement, ou si le groupe ponctuel
est centrosymétrique et si k n’a pas de composante
suivant des axes 3;, 3,, 4,, 6, ou 6, il existe au moins
une représentation Iy réelle, telle que: I'kj(o|ts)=
+ [V (il peut évidemment en exister d’autres dans les-
quelles certains éléments (x|t,) ont le caractére —1).

(2) Méthode de Kovalev—Liubarski
On montre que:

I“kj(oclza)=éfk(a|ra) X ij(ot) .

Ay est une extension de la représentation Ay de T
aux €léments de G, le plus souvent avec poids, dite
représentation connectante (ce poids ne varie pas & une
jauge pres si on remplace 7. par 74+ T3); Ik est une
représentation du groupe ponctuel G dont le poids est
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inverse de celui de 4 et dépend donc de k.

Toute connectante de dimension 1 est p-équivalente
4 une représentation vectorielle de dimension 1, mais
on ne peut effectuer le changement de jauge car on
doit toujours avoir par définition:

Ax(e|T)=exp ik . Ty .

Deux cas se présentent alors: si la connectante a un
poids différent de 1, les I'y; s’obtiennent a partir des
représentations avec poids de G et par suite il n’existe
pas de I'y; de dimension 1 si G n’est pas cyclique ; méme
si G est abélien, il peut posséder des représentations
dont le poids est distinct de "unité, donc de dimension
supérieure a 1; par suite, des matrices d’une telle re-
présentation peuvent ne pas commuter, de méme que
deux matrices Ixj(x|7,) et Ixj(Blts) peuvent ne pas
commuter méme si « et § commutent dans G; si au
contraire on peut trouver une connectante de poids
unité, les I'x; s’obtiennent & partir des représentations
vectorielles de G, et il existe au moins une I'x;({%;) de
dimension 1, associée 2 la représentation identité Iy de
G (2 chaque I de G de dimension 1 correspond en fait
une I'y; de dimension 1).

On sait qu’il peut exister plusieurs représentations
connectantes. Par suite si la connectante peut E€tre
choisie de poids unité et réelle, il existe des I'x; réelles
de dimension 1 qui se déduisent des représentations 77
réelles de dimension 1 du groupe ponctuel. C’est pré-
cisément le cas (Sivardiére, 19695) si k est perpendi-
culaire aux axes hélicoidaux 2, 4,, 43, 64, 63, 65, €t aux
glissements des miroirs avec glissement, et si G n’est
pas centrosymétrique.

On retrouve ainsi les résultats de la méthode
d’Olbrychski.

Si la connectante, de poids unité, est complexe, et si
une représentation du groupe ponctuel G est complexe,
leur produit tensoriel pourrait &tre réel, mais cette
circonstance ne se produit pas; elle implique en effet
G=3,4,6, 23, m3. Si Ge=P3,, P3,, la connectante est
réelle; si Ge=P4,, P4,, P6,, P6;, P6s, le produit
exp (ik . 1) . T3(e) est toujours complexe; si Gea pour
groupe ponctuel 23 ou m3, l’axe 3 n’est jamais héli-
coidal, on a seulement des axes 2; ou des miroirs avec
glissement: exp ik .t.=+i, et Ij(@)=1, j, j* donc
exp ik . T, . I';(«) est complexe.

Une derniére circonstance peut se produire: la con-
nectante est complexe avec poids, G est cyclique et par
suite ses représentations avec poids sont de dimension 1
(p. ex. P2;, k=00%). Dans ce cas les 'z sont de dimen-
sion 1 complexe.

(3) Méthode de Herring

Soit Ty le noyau de Ay, c’est-a-dire 'ensemble des
translations de caractére + 1. Une représentation I
est engendrée par une représentation de Ge/Tx (en
fait toutes les représentations de G,/Tx ne fournissent
pas de petites représentations). On doit alors distin-
guer plusieurs situations:
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(@) Le groupe G, peut €tre défini par une applica-
tion de G x G dans T, et alors: G¢/Tx=G. La connec-
tante est réelle et sans poids, I'ks(alte) = + I3(x).

D’aprés Herring ou Kovalev-Liubarski, les Iy sont
engendrées par les Iy de G, et il existe au moins une
I'y; réelle de dimension 1.

(b) Le groupe G¢ ne peut €tre défini par une applica-
tion de G x G dans T et on ne peut trouver de connec-
tante sans poids; par suite il n’existe par de I'x; de
dimension 1 (e.g. Pba2, k=1%00).

11 arrive que Ge/ T soit isomorphe du groupe double
G+ (seules les représentations spécifiques de G* engen-
drent alors des petites représentations, car seules elles
fournissent des représentations avec poids de G).

(¢) Le groupe Ge ne peut étre défini par une applica-
tion de G x G dans Tk, mais on peut trouver une con-
nectante complexe sans poids. Par suite d’aprés Ko-
valev-Liubarski, les I'y; sont complexes, celles de
dimension 1 sont obtenues & partir des I'; de dimension
1 de G (p. ex. Pba2, k=1}0); il existe au moins une [y
de dimension 1.

La méthode de Herring permet une autre interpréta-
tion de cette situation: G/ Tk est différent de G, c’est
un groupe K dont certaines représentations complexes
de dimension 1 engendrent les petites représentations,
(K est une extension de G par un groupe isomorphe
de T/T%).

(Si G est cyclique et si K=G™, seules les représenta-
tions non spécifiques de G+ sont utiles, la connectante
est avec poids).

Le poids de Schur i(a,f)=exp ik . Tup est distinct
" de l'unité, mais les représentations avec poids de G
déduites des I'x; sont p-équivalentes aux représenta-
tions vectorielles.

La discussion est résumée dans le Tableau 1.

Exemple récapitulatif

Nous choisissons le groupe d’espace Pba2. Pour
définir ’application de G x G dans T, nous prenons par

exemple: @(myz)=(my:330), @(maz) =(mzl330) et
¢(2z)=(22|000), d’ot1 le Tableau des Tp:

af My, Mgz 2z

Myz 100 100 000

Mgz 010 010 000

2z 110 110 000
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Le groupe A4 des vecteurs k invariants dans le groupe
ponctuel mm2 est engendré par les vecteurs (000),
(300), (010) et (00%). Le groupe commutateur C de G
est engendré par les translations (8[110) (8]110) et
(¢1002); donc le groupe B des vecteurs k invariants tels
que les 4 représentations I'x; soient de dimension 1
comprend les vecteurs (000), (330), (00%) et (31d),
(effectivement le groupe G./C est abélien d’ordre 16,
ses représentations engendrent les I'x; de dimension 1).

Pour k=(000) et (00%), perpendiculaires aux trans-
lations ), les 4 représentations I'xs sont réelles de di-
mension 1 (connectante réelle de poids unité); pour

=(110) et (132), elles sont complexes de dlmensmn 1
(connectante complexe Ax(ajt,)= expik. 7, de p01ds
unité); pour les autres vecteurs k invariants, les repré-
sentations I'y; sont de dimension 2 (connectante com-
plexe avec poids).

On obtient donc & partir du groupe Pba2 deux poids
pour les représentations avec poids du groupe mm?2, le
poids unité si k appartient & B (le groupe G,/Tx est
isomorphe de mm2 pour k=004, isomorphe d’un
groupe fini abélien distinct de mm?2 et admettant des
représentations complexes pour k=410); un poids
distinct de l'unité si k appartient & A-B (le groupe
G¢/Tx a alors des représentations p-équivalentes a
celles du groupe double mm2+).

Les résultats précédents se retrouvent aisément par
la méthode d’Olbrychski:

(my2l330) (M2|130) = (€l 110) (M2l 130) (my2|130).

Pour qu’il existe des I'x; de dimension 1, on doit
avoir: _
Tiy(e)110)= + 1, soit: keB .

Pour k=(000), (00%), Pba2/Ty=mmm; pour k=
(300) (050), Pba2/Tx=mmm*; pour k=(330), (333)
Pba2/Ty est d’ordre 8 et abélien. Enfin les Top n’appar-
tiennent & Tk que pour k=(000) et (00%).

Conclusion

La théorie du petit groupe, complétée par les
méthodes d’Olbrychski, Kovalev-Liubarski ou Her-
ring, permettent de déterminer les représentations ks
réelles de dimension 1 d’un groupe d’espace Ge.

Tableau 1. Represéntations I'y;: résumé de la discussion

Poids de Schur

Position de k & Liubarski

Dimension des Ixs

Connectante Structure de Ge

a k ouk 7, Va aux axes expik. Typ=1  Au moins une I réelle Réelle sans poids Go/Tr=
2y, 44, 43, 61, 63, 65, exp Ky . 78=1 de dimension 1
et aux miroirs a, n et
G n’est pas centro-
symétrique
b k quelconque mais exp ik . Top#1  Au moins une Ik complexe Complexe sans poids Ge/Tx=K#G
les translations du exp iKy . 75=1 de dimension 1; pas de (si G est cyclique
groupe commutateur Iy; réelle =Gt)
sont dans Tx
b Kk quelconque expik. Typ#1  Pas de I'x; de dimension 1 Réelle ou complexe Ge/Tx~G*

exp iKq . 15#1

A C25A - 2%

avec poids
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(1) On recherche les vecteurs k invariants dans le
groupe Ge: Gr=G,, dont les coordonnées sont 0 ou 3.

(2) On retient parmi eux ceux qui ne sont pas paral-
leles & des axes 2y, 44, 43, 64, 65, 65 ou aux glissements de
miroirs avec glissement, ou qui n’ont de composante
suivant aucun élément hélicoidal ou avec glissement si
G est centrosymétrique.

Pour de tels vecteurs k, il existe au moins une re-
présentation I'x; de dimension 1 réelle, il peut en exister
plusieurs. On peut finalement classer de la maniére
suivante les représentations I'x; réelles de dimension 1,
en remarquant que:

Igy(o|te+ T7)=exp (ik . Tz)ﬁk(a|fa)1}(a) .

(1) Les représentations I; (k=0): elles sont engen-
drées par les représentations réelles de dimension 1 de
G.

(2) Les représentations /x; (k50): puisque Ge peut
se définir par une application de G x G dans Ty, elles
sont, comme les précédentes, engendrées par les repré-
sentations réelles de dimension 1 de G.

Si G, est symmorphique (7,=0), on doit distinguer
parmi les I'y; la représentation I%;, engendrée par la
représentation identité de G, dans laquelle: Iy,(x|0) =
+1.

Remarque

L’étude précédente permet d’expliciter les cas de
dégénérescence des bandes, c’est-a-dire les vecteurs k
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Il existe autant de groupes Gy; associés 4 G, que de
représentations I réelles de dimension 1 de G (certains
d’entre eux peuvent étre isomorphes), que G, soit ou
non symmorphique.

Notons que les classes 222" et 2'2'2 sont identiques,
non les groupes C2'2"2 et C22'2'.

Groupes G, et Gg;

Ces groupes décrivent les composés magnétiquement
ordonnés ol la maille magnétique est un multiple de la
maille chimique. Leur classe magnétique est grise puis-
qu’ils possédent des antitranslations, leur réseau est
I'un des 22 réseaux magnétiques Ty, il est décrit de
maniere équivalente par la donnée du vecteur k (si le
réseau de G, n’est pas primitif, il peut &tre plus simple
d’envisager des antitranslations ¢’ intérieures a la
maille chimique ou un vecteur k décrit dans le systéme
de la maille simple) (Tableaux 2 et 3).

Tableau 2. Réseaux magnétique a 2 dimensions

Réseau k ou anti- Réseau

généra- transla- magné-
Systéeme teur tion t’ tique
Oblique P 30 Py
Rectangulaire P 10 Py
31 Pe
C t (o4
Carré P i3 P’

Tableau 3. Réseaux magnétiques a 3 dimensions

5 st . . R Réseau Réseau
tels qu’il n’existe pas de I'y; réelle de dimension 1. généra- magné-
Systéme teur kout’ tique
2. Triclinique P 100 Ps
. . Lo Monoclinique P 00 P
Classification des groupes magnétiques a (J‘;O L P:
La recherche des représentations réelles de dimension 1 ggg g‘:
des 230 groupes d’espace G, permet d’énumérer les t Pc
1421 groupes magnétiques non gris. Aux representa- Orthorhombique P 300 P,
tions de types I'o;, I'k; et ks, on associe respectivement ﬁg g“
S
les groupes magnétiques de type Goj, Gk, Gy c 06% C.
P 00% 1
Groupes Gy; 1 ¢ v Jz
Puisque les translations ont le caractére + 1 dans les Quadrati ? 88; IC,A
représentations I'y;, les groupes Gy; ont pour réseau ’un atique 130 Po
des 14 réseaux de Bravais et pour classe la classe mag- 114 Ic
nétique G; associée a la représentation Iy du groupe 1 v r
ponctuel G. Ces groupes décrivent les composés mag- Hexagonal P 003 Ce
nétiquement ordonnés ou les mailles chimi t - Rhomboédrique R ! Rr
q chimiques et mag Cubique P 14 Fs
nétiques sont identiques. I t’ r
Tableau 4. Classification des groupes magnétiques
Groupes Groupes Groupes Total des
généra- Groupes mixtes mixtes  groupes
teurs gris k=0 Kk#0out" mixtes Total
Symmorphiques 13 13 17 11 28 54
Non symmorphiques 4 4 9 9 18 26
80 groupes magnétiques a 2 dimensions 17 17 26 20 40 80
Symmorphiques 73 73 148 110 258 404
Non symmorphiques 157 157 526 407 933 1247
1651 groupes magnétiques 4 3 dimensions 230 230 674 517 1191 1651
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Si G. est symmorphique, il existe autant de groupes
Gr; que de groupes Gy; (ce résultat est une conséquence
immeédiate de la méthode de Kovalev-Liubarski); si
G, est non symmorphique, ou bien il en existe autant,
ou bien il n’en existe aucun.

Les résultats précédents permettent une énuméra-
tion rapide des groupes magnétiques, on retrouve aisé-
ment les résultats de Belov (Belov, Neronova & Smir-
nova, 1957) (Tableau 4).

Dans la notation d’Opechowski & Guccione, on se
référe a la maille chimique; dans celle de Belov, a la
maille magnétique.

Parmi les 230 -+ 674 =904 groupes de réseau classique,
275 sont ferromagnétiques (44 triviaux, 231 mixtes) et
629 antiferromagnétiques.

Comparaison avec la théorie d’Opechowski & Guccione

Pour trouver les groupes magnétiques associés & un
groupe d’espace Ge, Opechowski & Guccione recher-
chent les sous-groupes invariants d’indice 2 de
Ge.

D’aprés la théorie de Hermann, un tel sous-groupe a le
méme réseau que G, (le groupe magnétique associé a
un réseau classique: k=0), ou le méme groupe ponc-
tuel que G (son réseau est alors formé des translations

Ik 1 1
sz 1 ‘—].
T3 -1 1
Ty -1 -1

Tk, et le groupe magnétique associé & un réseau magné-
tique Ty, décrit de maniere équivalente par la donnée
de k#0); dans ce dernier cas, les translations Ty doi-
vent former un sous-groupe invariant de Ge, ce qui
implique: Gr=G,; ce sous-groupe est d’indice 2 si:
k;=0, .

Supposons d’abord G, symmorphique: si k=0, le
noyau Hy; de I'y; n’est autre qu’un sous-groupe Dr; si
k#0, les noyaux de 'y, et 'y sont du type Dry et DR«
(Tableau 5).

Tableau 5. Notations des groupes magnétiques

Représen- Groupe
tation Noyau magnétique
To; Hoj=Dr Goj=Mr
I'vy Hyy=Dry Gr1=Mro
Try Hyrj=Dgy Grj= Mpy

En effet dans un groupe Gy, les opérateurs ont des
translations non primitives nulles (par rapport & la
maille magnétique); ce n’est pas le cas dans les groupes
Gy; autrement dit, le noyau Hg; d’une représentation
Ty, est symmorphique et est isomorphe de Ge alors
qu’un noyau Hy; n’est pas symmorphique.

663

En particulier les groupes Gy, ont méme symbole
ponctuel dans les 2 notations:

Pyemm2 = Pomm?2

(au contraire Pyem'm'2=Pcc2).

11 existe autant de I'y; réelles de dimension 1 que
de I'y; du méme type (engendrées par les [ du groupe
ponctuel puisque I'g(|0) =Ij(). Eneffet: Iy . Ixy =
Tk+k@ et en particulier: Iy . Ty =Tk

Ainsi, connaissant deux groupes magnétiques asso-
ciés & Ge, on en connait immédiatement un troisi¢éme
(les groupes Gys forment donc un groupe abélien, iso-
morphe du groupe des Iy réelles de dimension 1 de
Go). Les éléments de G, ayant le caractére +1 dans
Iy, I'y; et Iy forment un sous-groupe invariant
d’indice 4 Q; de G, le groupe facteur G¢/Qy est iso-
morphe de 222 (non cyclique), et comme ’ont montré
Opechowski & Guccione, la recherche des groupes
magnétiques associés 4 Ge est équivalente a celle des
sous-groupes Q.

Ce qui précéde suppose évidemment qu’on puisse
avoir: j#1, autrement dit que le groupe ponctuel G
posséde au moins un sous-groupe invariant d’indice 2;
si ce n’est pas le cas (G=1, 3, 23), seul le groupe G
existe.

Exemple: Pmm2, k=00%

(22]000) Gy
1 Pyemm2 = Ponm?2
-1 Poemm’2’ = Pemc2,
-1 Pyem'm2’ = Peem2,
1 Pyem’'m’2=Pcc2

On peut comparer la recherche des groupes magné-
tiques associés 4 G, symmorphique a la recherche des
classes magnétiques. En effet un groupe ponctuel a la
structure d’un produit semi-direct: G=H A K, de méme
que Ge=TAG; H, comme T est un groupe cyclique,
ou produit direct de groupes cycliques, K un groupe
ponctuel. Ainsi: 422=4 A2. Supposons que K admette
un sous-groupe invariant d’indice 2 au moins; dans
une classe magnétique associée a G, ou bien les élé-
ments de H sont des opérateurs (analogie avec Gyy), ou
bien ce n'est pas le cas (analogie avec Gi1 ou Ggy).

Exemple: 422 =4 N2 P422 =P AN422
422’ =4 N2’ P422 =P AN422
4'22' = 4, /\ 2 P20422 = ch /\ 422

422=4"N2' P;4'22" = Pye N4'22'
Supposons maintenant que Ge ne soit pas symmor-
phique. La méthode met encore en évidence des sous-
groupes invariants Q d’indice 4 dont les éléments ont le
caractére +1 dans deux représentations Ix; et [y, et
dans Ja représentation produit qui est du type Ig.

Exemple: Groupes magnétiques associés a Pba2.

Les seules représentations réelles de dimension 1 de
Pba2 sont obtenues pour k=(000) et k=(00%).
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k=(000): les groupes magnétiques associés sont du
type M7 de réseau classique (Pba2,
Pb'a’2, Pba'2’).

k=(00}): les groupes magnétiques associés ont pour

réseau P,.
Ty (my:|330) (maz|330)
Ty 1 1
Iy, 1 -1
Ty -1 1
Ty -1 -1

Les 3 sous-groupes Q sont engendrés par les transla-
tions Tx et respectivement les éléments (my,|310),
(mz|330) et (2:]000).

Cependant, si G, n’est pas symmorphique, aucun
choix logique des translations 7, ne s’impose.

On peut par exemple les choisir de coordonnées po-
sitives, et intérieures a la maille chimique origine [com-
me dans les International Tables for X-ray Crystallo-
graphy (1952)]. Par conséquent, on ne peut distinguer
les groupes magnétiques associés G, et Gg;; en effet,
si (oclr,,,) a le caractére + 1 dans Iy, (¢|t.+ T) (T appar-
tenant & T— Tk) a le caractére —1, or on peut indiffé-
remment associer a a les éléments (oclra) ou (alte+T7);
(au contraire, si G est symmorphique, le choix g(x)=
(«|0) s’impose).

On notera par convention Ik, la représentation dans
laquelle les éléments (ait.) (T« >0), associés aux géné-
rateurs habituels de la classe ont le caractére +1. Il
ne lui correspond pas un groupe magnétique du type
Mp,. (D’aprés cette convention le symbole d’Ope-
chowski & Guccione de Gy; ne contient pas d’anti-
opérateurs).

Exemple: P4;22. Générateurs: 4, et 2.

k=004 (¢[0) (41D (2:10) 4313
Iy 1 1 -1 -1
k2 1 -1 -1 1

Si Ge n’est pas symmorphique et si k est perpendi-
culaire aux translations T, (r,, intérieures & la maille
origine), ce qui ne se produit jamais si G est cubique,
(a]s) et (¢|7«+ T') ont le méme caractére si: k . T7=0 ou
si T appartient & Tx. On peut dans ce cas choisir logi-
quement les 7, perpendiculaires 4 k et distinguer encore
les groupes Gg; du groupe Gp,.

C’est la seule situation dans laquelle on a quel que
soit o: Ip(ajt)=+1, les 7, étant intérieures a la
maille origine, le groupe Gy; étant par suite du type
M py. Le sous-groupe invariant Hy, est alors identique
a G, seule la maille est différente.

Exemple: a Pba2, k=004 correspond le groupe
Pyba2. Au contraire a4 P4,22, correspondent les
groupes P,:4,22 et P,:4,22, mais le groupe P,4,22
n’existe pas.

METHODE NOUVELLE DE CONSTRUCTION DES GROUPES MAGNETIQUES

Remarque Si G, n’est pas symmorphique, les noyaux
Hy; peuvent &tre symmorphiques ou non. Que k soit
ou non perpendiculaire & toutes les translations 7,
Hy; n’est jamais symmorphique.

(221000) G
1 chba2 = Pcba2
d 1 chba,2' = Pcna21
-1 chb'aZ' = Pcbn21
1 Pyecb'a’2= P.nn2

On suppose maintenant avec Opechowski & Guc-
cione que les translations 7, sont intérieures a la maille
origine. Soit alors Q; ’ensemble des éléments («|7,) de
caractére +1 dans Iy, complété par les translations
de Tk.

Si G, est symmorphique, Q; est un sous-groupe in-
variant d’indice 4 de G, comme on I'a vu. Si G, n’est
pas symmorphique deux peuvent se produire:

(1) Qj est un groupe (Gr; est du type Mpgu).
(2) Qj; n’est pas un groupe (G; est du type MRq).

On retrouve aisément cette distinction.
Si k n’est pas perpendiculaire aux t,, Gy; est du type
MRaZ-

Exemple: P4,22, k=00%
Tg1(4]3)=+1

Iy (42]11)= +1 donc I'k(2:]0)=—1

Au contraire si k est perpendiculaire aux 7,, puisque:
I'yj=T% . I'y, les éléments de Q; forment un groupe,
sous-groupe invariant d’indice 4 de G.. Alors Gy, est
du type Mgy et Gx; du type Mgy (en effet puisque k est
perpendiculaire aux 7, tout se passe comme si G, était
symmorphique).

(22100 (2410)  Q2ayld)  (zyld) Gy
+1 ~1 ~1 1 P22
1 —1 1 —1 P22’

Donc, si G, est symmorphique, les groupes Mg, sont
du type Mrqy.

D’autre part, si tous les éléments « de la classe sont
binaires, pour pouvoir définir un groupe magnétique
associé a Ge, il faut que k soit perpendiculaire aux 7,
donc les groupes Mg, sont du type M gy.

3.
Groupes d’espaces colorés

Pour former un groupe d’espace a i, couleurs, il faut
trouver un sous-groupe invariant H, de G tel que le
groupe facteur G./H, soit cyclique d’ordre i, dans le
groupe coloré, les éléments de H, n’affectent pas la
couleur. Ainsi si G, posseéde 4 couleurs, H, est d’indice
4, G¢/H, cyclique, isomorphe du groupe 4 et non du
groupe 222.
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Soit &, une représentation complexe du groupe
G¢/H,: ses caractéres sont les racines a.iémes de
I’unité:

exp 2m‘§(p=0, L, ...,a.—1).
(4

&, engendre une représentation &, de Ge, dans la-
quelle les éléments d’un méme complexe associé & H,
ont le méme caractére. Réciproquement si on connait
une représentation complexe de dimension 1 de Ge,
donc les caractéres sont les racines a.iémes de I'unité
on en déduit un groupe d’espace a a, couleurs isomor-
phe de Go.

Représentations complexes de dimension 1
des groupes d’espace

Pour trouver les groupes d’espaces colorés, on doit
donc rechercher les représentations complexes de di-
mension 1 des 230 groupes d’espace. D’apres I'étude de
la premiére partie, on sélectionne d’abord les vecteurs
Kk invariants dans G, puis on exploite par exemple la
méthode d’Olbrychski (si le groupe ponctuel est cycli-
que, il peut exister des vecteurs k invariants de coor-
données 0, 0, k.#%; si k;=1/n, on obtiendra des
groupes 4 n couleurs, et si k; est irrationnel, des groupes
3 une infinité de couleurs).

Si Ge/Ti =G, les I'y; complexes de dimension 1 sont
engendrées par les I'; complexes de dimension 1 de G
si elles existent.

Si G/ T est différent de G, et alors G, ne peut étre
défini par une application de G x G dans Ty, et si on
peut trouver une connectante (complexe) sans poids,
les I'y; sont complexes et celles de dimension 1 se
déduisent des représentations de dimension 1 de G.

Classification des groupes colorés

On peut, d’aprés ce qui préceéde, distinguer plusieurs
types de groupes d’espaces colorés Gg;:
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(1) Les groupes du type Gy, de classe colorée asso-
ciée a la représentation I'y de G et de réseau classique.
Hy; a le méme réseau que Ge, son groupe ponctuel est
un sous-groupe invariant de G.

(2) Les groupes du type Gf; analogues aux groupes
magnétiques Ggy, tels que: G¢/Tx=G. Le réseau est a
2 couleurs. Si G, est symmorphique, on remarque que
les rotations («|0) et les translations (¢|T7) transforment
indépendamment les couleurs. Si la classe Gy est & a;
couleurs, le groupe est & 2a; couleurs (d’ol le nombie
maximum de couleurs: 12).

(3) Les groupes du type G, tels que G,/Tx=K#G
le réseau est a 2 couleurs. Le nombre de couleurs est
supérieur au nombre de couleurs des classes colorées
G« (exemple: Pba2, k=(330); 4 couleurs alors qu’il
n’existe pas de classe colorée associée a mimm]. Ici les
translations et les rotations ne transforment pas indé-
pendamment les couleurs. En effet G¢/T est différent
de G, c’est un groupe K d’ordre double de celui de G
(ici encore le nombre maximum de couleurs est 12).

(4) Les groupes Gp; de classe cyclique, ki#0,3.
Ainsi, si k=(00}) et G cyclique, k est invariant. Le
réseau est 2 4 couleurs, le nombre de couleurs peut étre
supérieur a 12.

Références

BeLov, N. V., NEroNOVA, N. N. & SMIRNOvVA, T. S. (1957).
Kristallografiya, 2, 315.

HERRING, C. (1942). J. Franklin. Inst. 233, 525.

International Tables for X-ray Crystallography (1952). Vol.
1. Birmingham: Kynoch Press.

LiuBARrskl, G. Y. (1960). The Application of Group Theory
in Physics. New York: Pergamon Press.

Liuarskl, G. Y. & KovaLev, O. V. (1958). Soviet Phys.
Tech. Phys. 3, 1071.

LoMonT, J. S. (1959). Application of Finite Groups. New
York: Academic Press.

OLBRYCHSKI, K. (1963). Phys. Stat. Sol. 3, 1868.

OpecHOWSKI, W. & Gucciong, R. (1961). Magnetism II.
Ed. Rapo et SUHL. New York: Academic Press.

SIVARDIERE, J. (1969a) Bull. Soc. Fr. Min. Crist. 92, 3.

SIVARDIERE, J. (1969b). C. R. Acad. Sci. Paris, 268, 272,



